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Resumen. Recientemente ha sido formulado el problema geodésico de
contorno de frontera libre denominado problema de Molodensky escalar
(PME). En él se supone conocido sobre la superficie física de la
Tierra (SFT) el potencial gravífico, el módulo del vector gravedad y
las coordenadas geodésicas con respecto a un cierto elipsoide de
revolución de referencia;con estos datos se quiere determinar la
altitud elipsóidica de cada punto de la SFT y el potencial gravífico
terrestre en el exterior.
En este trabajo se presentan los prInc í pales resultados del estudio
de este problema:linealización rigurosa, existencia y unicidad de
solución para el problema no lineal.
1.Introduccion
El problema de la determinación de la figura de la Tierra a partir del
conocimiento sobre su superficie de cantidades relacionadas con su campo
gravífico,como por ejemplo la gravedad, es un problema clásico en Geodesia
Física. El teorema que Clairaut estableció en 1738 (Heiskanen y
Moritz,1985,p.75), según el cual el aplanamiento de la Tierra puede obtenerse
a partir de medidas de la gravedad, es pionero en algo que es característico
y original de la Geodesia Física: la estrecha relación entre cantidades
geométricas y cantidades físicas. Los posteriores trabajos de GG Stokes
(1849) y MS Molodensky (1945) constituyen la base fundamental que ha
permitido el desarrollo moderno de la teoría de los problemas geodésicos de
contorno.
En la actualidad, esta teoría está muy avanzada tanto desde el punto de
vista matemático (técnicas para la obtención de resultados de existencia y
unicidad de solución) como de la diversidad de problemas que se han podido
plantear gracias al desarrollo de nuevas técnicas de medida. Esto último ha
permitido que nuevos observables geodésicos se hayan incorporado en la
formulación de nuevos y muy importantes problemas de contorno.
Hoy en día se admite la siguiente clasificación de los problemas de
contorno geodésicos (Sacerdote y Sanso,1987):
¡graVimétriCOS(Vectorial,escalar,contorno
[
Estacionarios altimetría-gravimetria(I y 11)
sobredeterminados
inemáticos
fijo)
En los problemas cinemáticos se consideran las variaciones temporales de los
observables geodésicos con objeto de obtener desplazamientos temporales de la
SFT (ver Heck,1986). Por el contrario, en los estacionarios todas las
cantidades que intervienen en su formulación se consideran independientes del
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tiempo. Es en estos últimos en los que se centra este trabajo, y más en
particular en el gravimétrico escalar o problema de Molodensky escalar. Este
problema junto con el vectorial y el de contorno fijo se presentan en la
sección siguiente.
Para una introducción a los problemas de altimetría-gravimetría y los
sobredeterminados -en los cuales más información de la necesaria aparece en
su formulación-, así como para una revisión actualizada de los problemas
geodésicos de contorno en base a la clasificación anterior véase (Sacerdote
y Sanso, 1987 ).
Como ya hemos indicado, en la Sección 2 se presenta el planteamiento
riguroso de los problemas gravimétricos poniendo especial atención en el
problema escalar. En la Sección 3 se obtiene su linealización en el
Teluroide, finalizando en la Sección 4 con una breve exposición de los
métodos empleados en (Sacerdote y Sanso,1986) y (Otero,1987) para el estudio
del problema no lineal.
2. Planteamiento de los problemas gravimetricos.
De los tres problemas de contorno gravimétricos, el más clásico en cuanto
a formulación exacta es el problema de Molodensky vectorial (Krarup,1973).
Designando por S2 la esfera unidad en ~3, por W el potencial gravífico sobre
s
la SFT y por gs el vector gravedad sobre la SFT, el problema consiste en:
"dados W ,g -funciones definidas sobre S2_ encontrar una superficie
s •
S={x:x=~(~),~eS2} y una función armonica v(x) definida en el dominio Q
exterior a S, tales que la función
w(x)= v(x)+ !w2(x2+x2)
2 1 2
verifique
w(~(~))=W (o-J,
s
'i7w(~(~»=g (~) ".
s
(El símbolo 'i7designa el operador gradiente. )
En otras palabras, suponiendo que conocemos sobre la superficie terrestre
el potencial gravífico y el vector gravedad, determinar esta superficie (S en
la formulación anterior) así como el potencial gravitatorio v(x) en el
exterior. Observamos que en este planteamiento se ha supuesto que la SFT S se
puede parametrizar en la forma
xl
s
= ~(~)
con ~ inmersión diferenciable de la esfera unidad en ~3. Esta hipótesis
permite describir la clase de superficies S de la cual hay que obtener la que
verifica los demás requisitos. Los resultados básicos relativos a la
existencia y unicidad de solución para este problema se deben principalmente
a (Hormander,1976) y (Sanso,1981). Un buen resumen de estos resultados se
encuentra en el libro (Moritz,1980).
En el problema gravimetrico con contorno fijo, la SFT se supone conocida
por medio de métodos espaciales de satélites (GPS); además, como único dato
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de contorno se considera el módulo del vector gravedad. De esta forma el
problema es determinar el potencial gravitatorio en el exterior de la Tierra.
Así pues, en este caso hay que encontrar una función v Ix ) -potencial
gravitatorio- que verifique las siguientes condiciones:
l!.v=o
IVv+w2(x ,x ,o)l=g
1 2 s
v(x)~
en O:ext(S)
sobre S (1)
en el Infinito.
Aquí w es la velocidad de rotación de la Tierra y g =Ig l.
B s
El estudio teórico de este problema no ha concluido, y de los diversos
resultados parciales que se han obtenido podemos citar el resultado local de
existencia y unicidad de solución en un entorno de una solución aproximada
obtenido en (Svensson y Bjerhammar,1983), y los trabajos pioneros de
(Backus,1968) y (Koch y Pope, 1972).
Por último veamos en que consiste el problema de Molodensky escalar. Sea
ER un cierto elipsoide de referencia con eje menor en la dirección del eje
x
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, y situemos el origen del sistema de coordenadas en el centro de ER.
Supongamos conocido sobre la SFT S, la gravedad g, el potencial gravifico W
s s
y las coordenadas geodésicas (rp,A) con respecto a ER de cada uno de sus
puntos. Si con estos datos es posible obtener la altitud elipsóidica h(rp,A)
de los puntos sobre la superficie S, ésta quedará completamente determinada.
Entonces, con la siguiente notación (ver Fig.1)
~h(rp,A)=xe+h(rp,A)en
x =(NCOS~COBA,Ncos~senA, (b/a)2Nsen~)
e
e =(COB~COBA,cos~senA,sen~)
n
a,b semi ejes mayor y menor de ER;N radio de curvatura del primer vertical,
el problema es :
"dados Ws'gs -funciones definidas sobre ER-, encontrar una función h Ie ,A) Y
una función v(x) armónica en Qh (exterior de rph(ER)) tales que la función
w(x)=v(x)+!w2(X2+x2)
2 1 2
verifique,
w(rp (rp,A))=W (rp,A),
h s
Observamos que este problema es en realidad el problema clásico de
Molodensky tal y como está planteado en (Heiskanen y Moritz, 1985). Además,
según este planteamiento, se comprende fácilmente que el problema
gravimétrico escalar es la base teórica natural para el estudio de problemas
cinemáticos en los cuales pueda suponerse conocida la dirección de la
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deformación. La primera afirmación resultará más evidente cuando en la
sección siguiente obtengamos las ecuaciones linealizadas y se llegue a
expresiones tan conocidas como la fórmula (generalizada) de Bruns y la
ecuación fundamental de la Geodesia Física.
FIGURA 1
3.Linealización
Antes de obtener las ecuaciones linealizadas del PME, veamos que son
posibles dos formulaciones funcionales diferentes para este problema.
En efecto, conocida h(~,A) y considerando conocida la solución del
problema de Dirichlet:
{
h.v=o
1 2 2 2vo~ =W - -w (x +X )
h s 2 1 2
v(x)-x>
en Q
h
sobre E
R
en el InfInIto,
(2)
la gravedad gs puede expresarse en función de Ws y h en la forma
g =r (W ,h)=IVw(~ (~,A»I
s 1 s h
(3)
Por otra parte, conocida h(~,A) Y considerando conocida la solución del
problema (no lineal en la condición de contorno):
{
h.v=o
IVvo~ + w2(x ,x ,o)I=g
h 1 2 s
V (x)--)()
en Q
h
sobre E
R
(4)
en el infinito,
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el potencial gravífico Ws puede expresarse en función de gs y h en la forma,
con w igual que antes y v solución de (4).(Se observa que el problema (4) es
el problema gravimétrico con contorno fijo. )
En ambos casos la cuestión es resolver las ecuaciones funcionales (3) o
(S), a fin de obtener h como funcional de los datos W y g. Cada una de
s B
estas formulaciones tiene sus ventajas e inconvenientes: mientras que para la
definición del operador I'1 el problema intermedio de contorno es de tipo
Dirichlet (y, por lo tanto, fácil de estudiar), para el operador T2 es un
problema de contorno fuertemente no lineal en la condición de contorno, cuyo
estudio teórico (existencia y unicidad de solución) no ha concluido como ya
hemos indicado en la sección anterior;por otro lado, aunque la inversa de la
primera diferencial de f
l
(1=1,2) pierde derivadas, este fenómeno se acentúa
en el caso de f1 en la proporción 2:1 (ver Otero, 1988). Esta circunstancia es
análoga a la del problema de Molodensky vectorial, y como ya demostró
L.Hormander (1976) esto impide resolver el problema no lineal -al menos en el
espacio ordinario- mediante un esquema tipo Newton de aproximaciones
sucesivas(cfr.Secc.4).
La linealización del problema de Molodensky escalar puede llevarse a cabo
mediante la derivada con respecto de un parámetro o mediante un procedimiento
clásico en el Teluroide. A continuación presentamos este último.
Sea L=~h(ER) una cierta superficie próxima a S y que en general
o
denominaremos Teluroide. Esta superficie se puede construir de varias formas,
pero con los datos de que disponemos parece lógico definirla de una de las
dos formas siguientes:
I)Teluroide angular-potencial
a cada punto P(~, A) de S le asociamos un punto Q(~, A) de tal forma que
u(Q)=w(P), donde por u designamos un potencial normal de referencia. El
conjunto de puntos Q constituye la superficie del Teluroide angular-potencial
(véase F'í gv Z};
II)Teluroide angular-gravimetrico
de la misma forma que antes pero con Q verificando .(Q)=g (P) con. gravedad
s
normal (véase Fig.2).
Observacion: en lo que sigue consideraremos como potencial normal de
referencia el asociado al elipsoide ER que hasta ahora hemos utilizado tan
solo como superficie de referencia geométrica; así ER será una superficie de
nivel (U=cte.) del campo normal u.
En cualquier caso,
obtiene para cada
si por < designamos la anomalía de la altitud IQPI, se
una de las formulaciones funcionales anteriores
S
(Otero, 1988),
<=(~g-<e ,VTo~ »<e, (M o~ )e >-17 ho 7 U ho h
-1<=(~W-To~h )<Vuo~h ,eh>
o o
(para f
1
) (6)
(para r2 ) (7)
donde hemos empleado la siguiente notación,
~g=gp-'1Q
~W=w -uP Q
T=w-u
.......... anomalia de la gravedad
.......... anomalia del potencial
.......... potencial perturbador
e =Vuo~ .(IVuo~ 1)-17 h h
o o
2
M =( 8 u )
u 8x 8x '
1 j
<,> producto escalar.
La fórmula (6) se ajusta mejor al teluroide angular-gravimétrico pues en
este caso ~g=o; mientras que (7) es más conveniente para el Teluroide
angular-potencial para el cual ~W=o. En este último caso (7) se convierte en,
<=-To~ .«VUO~ ,e »-1h h h
o o
que es la expresión rigurosa de la formula de Bruns.
U(Q) = WO~)
t(Q): ~(P)
FIGURA 2
Con estas expresiones para la anomalía de la altitud <, se pueden obtener
en la forma usual (cfr.,Moritz,1980) las correspondientes condiciones de
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contorno sobre L para el potencial perturbador:
para r1 . . . • .. T-<0:
0
' VT>=f
con f=l:t.W-o:l t.g
o
(8)
, o:=0:e
o o 7
para r <e ,VT>-~ T=g
2 7 o
(9)
con g=l:t.g-~l:t.W
o
~ =87(8U)-18h 8h .
Es evidente que ambas expresiones son totalmente equivalentes si
son no nulos sobre L.
87 8u
8h'8h
En definitiva, los problemas de contorno asociados a este proceso de
linealización son
rr ) rr )
1 2
l:t.T=o
T-<o: ,VT>=f
o
en n =ext(L)
o
sobre L
l:t.T=o
<e ,VT>-~ T=g7 o
T--7o
en n =ext(L)
o
sobre L
en <XI en aJo
Una vez elegida una de estas dos formulaciones, se obtiene una primera
aproximación de la anomalia de la al titud resol viendo el correspondiente
problema de contorno para T (p.e., mediante las conocidas series de
Molodensky;cfr. Sevilla,1988) y aplicando una de las expresiones (6) o (7).
Introduciendo sobre L las aproximaciones
8ue7 ~ -eh ' 8h ~ -7
se obtiene para T (sobre L) -en la formulación r
2
-
que en el caso del teluroide angular-potencial, se reduce a la conocida
ecuacion fundamental de la Geodesia Fisica. En aproximación esférica, esto es
U=c/r con c=GME, la ecuación anterior se transforma en
8T + ~T =f
8r r '
que es la condición de contorno del problema simple de Molodensky.
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De la estructura del operador de contorno del problema simple de
Molodensky se deduce que este problema no admite una única solución. siendo
su nucleo de dimensión tres; en efecto. los armónicos esféricos sólidos de
grado 1 son soluciones del problema de contorno homogéneo. Mediante la
fórmula de Bruns. esta indeterminación en la obtención del potencial
perturbador se traduce en una indeterminación en la superficie final por
deformaciones radiales variables (cfr.Heiskanen y Moritz.198S.pags.99-100).
Si elegimos como origen del sistema de referencia el centro de masas
terrestre. que equivale a elegir un elipsoide geocéntrico de referencia. el
comportamiento de T en el infinito se convierte en
en esta hipótesis.
eliminada.
la mencionada indeterminación queda completamente
El estudio matemático del problema de contorno para T (existencia. unicidad
y estabilidad de la solución) con esta condición adicional en el infinito
puede hacerse de forma análoga a como se ha hecho en el problema de
Molodensky vectorial:o bien mediante adecuadas estimaciones integrales
(Hormander.1976). o bien mediante un proceso iterativo a partir del problema
simple (Sanso.1981). En cualquier caso. a fin de garantizar la existencia de
solución. es necesario modificar el dato de contorno mediante tres constantes
arbi trarias.
4.Problema no lineal.
Que el problema de Molodensky escalar es un problema no lineal en su
formulación rigurosa. es claro por simple inspección de las ecuaciones
funcionales (3) o (5). Tradicionalmente. en Geodesia Física ha sido
suficiente el estudio de las ecuaciones linealizadas (fórmula de Bruns ,
ecuación fundamental de la Geodesia Física •... ):esto permite obtener "buenas"
primeras aproximaciones de la SFT y del potencial gravífico en el exterior.
Sin embargo. en contra de lo que pudiera afirmarse a simple vista. un proceso
iterativo basado en las ecuaciones linealizadas de la sección 3 no resulta
óptimo desde un punto de vista matemático (cfr.•secc.2).
El estudio del problema de Molodensky escalar en su planteamiento original
requiere técnicas no estándar de Análisis funcional y Ecuaciones en derivadas
parciales. que ya han sido empleadas en el estudio del problema vectorial por
L.Hdrmande r y F.Sanso principalmente. Este ha sido llevado a cabo en dos
trabajos: mediante la transformación angular-potencial en (Sacerdote y
Sans<>.1986). y mediante el teorema de la función implicita de Nash-Hormander
en (Otero. 1987). A continuación presentamos brevemente la metodología seguida
en estos dos trabajos.
(i)Transformacion angular-potencial.
En hipótesis radial. supongamos S=~ (52) con ~ =r(~.A)e y e vector
r r r r
unitario. en la dirección (~.A). La idea básica de este método consiste en
introducir la transformación de O =ext(~ (52)) en R3 definida por
r r
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y=l (x)=w(x)e
r
W potencial qravlflco,
•que transforma la superficie S (desconocida) en una superficie S conocida.
A fin de garantizar una correspondencia biunívoca entre el espacio-X y el
espacio-Y por medio de la transformación anterior, es necesario suponer
w=o. (Esta situación también se presenta en el estudio del problema vectorial
en el espacio gravedad. )De esta forma el problema se plantea en los mismos
términos que en la Secc.2 con el potencial gravitatorio como dato de
contorno. Suponiendo una correspondencia uno a uno entre v(x) y r para (~,A)
fijos, puesto que v es regular en el infinito, el dominio Q se transforma
r
mediante 1 en un dominio acotado que contiene el origen.
Se demuestra que la función
•(cuya restricción a S es precisamente la función r(~,A) buscada) es solución
del problema (no lineal) de contorno
en el interior
+ 2pt 1'i7t12 +
P•de S
G[t)=-t (1+t-2p21'i7tI2)1/2=g-1
p cr s
t=~ -oo». aellt,p
•sobre S (lO)
con p=lil
a2t
Mt=(ay ay )
1 J
t =at
p ap
'i7(.)='i7(.)-(.) e ,
cr p p proyección del gradiente en un planonormal a la dirección radial.
La cuestión se reduce entonces al estudio del problema de contorno (10).Un
resultado de solubilidad local en un entorno del caso esférico aplicando la
versión clásica del teorema de la función implici ta ha sido obtenido por
Sacerdote y Sanso en el trabajo citado anteriormente.
(ii) Teorema de la funcion implicita de Nash-Hormander.
En este caso, la cuestión es introducir un adecuado esquema de aproxi-
maciones sucesivas que permita resolver localmente la ecuación funcional
g =f (W ,h)
s 1 s
es decir, obtener h en función de los datos
•h=f (W ,g ).
1 s s
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De forma algo abstracta. consideremos un operador regular F de X en Y. con
X e Y espacios de Banach (espacios vectoriales. normados y completos). y sean
x eX. y =F(x leY; entonces. el problema es estudiar el conjunto de soluciones
o o o
próximas a x de la ecuación (no lineal)
o
y=F(x) con y próximo a y .
o
Si existe [F'(x)]-l en un entorno de x. la idea clásica es construir una
o
sucesión de soluciones aproximadas por medio del esquema de iteración de
Newton
x =x + [F' (x )j-l(y-F(x». p:O.l•...
p+l p P P
(esto es.por ejemplo. lo que se hace en problemas de ajuste mínimos cuadrados
con modelos no lineales).
En el caso en que [F'(x)]-l"pierda" derivadas -cosa que ocurre en los
problemas de Molodensky vectorial y escalar-o la aproximación x es menos
p+l
sin posibilidad entonces de garantizar la convergencia en unregular que x
p
espacio de funciones con alguna regularidad prescrita a priori. Esto motiva
la introducción de un proceso paralelo de suavización • teniendo presente que
el grado de suavidad debe ser progresivamente reducido a fin de obtener en el
límite la regularidad deseada. Este es el aspecto fundamental de la teoría
que el matemático sueco L.Hormander ideó para estudiar el problema de
Molodensky vectorial. (Una exposición asequible con más información puede
verse en Otero. 1988. )
El teorema de Nash-Hormander. basado en las ideas expuestas anteriormente.
requiere estimar -en una clase conveniente de espacios de Holder- la inversa
de la primera diferencial y la segunda diferencial (la no linealidad) del
operador f
1
. La principal diferencia con respecto al problema de Molodensky
vectorial radica en que en el PME el operador de definición no es (afín)
lineal con respecto a W. lo que trae consigo la necesidad de un estudio más
s
cuidadoso de la segunda diferencial de f
1
.
El estudio completo de este problema con esta metodología ha sido
realizado en (Otero. 1988). ~ue finalmente ha pe5mitido establecer un teorema
(local) de existencia en C2+ y de unicidad en C +C.
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